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关于粗糙奇异积分算子在积域上的 Lp 有界性
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摘要 : 主要研究沿旋转曲面和沿多项式曲线的奇异积分算子在积分核满足相对较弱的尺寸条件下 , 对
某些 p (2/ (2 - β) < p < 2/β) , 建立了这些算子在乘积域上的 Lp 有界性.
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1 　引言与主要结果
设 RN ( N = m 或 n , N ≥2) 是 N 维欧氏空间 , SN - 1 为 RN 中赋予Lebesgue 测度 dσ= dσ(·) 的单位球面.
对非零点 x ∈RN , 记 x′= x/ | x | . 对 m ≥2 , n ≥2 ,设Ω ∈L1 ( Sm - 1 ×S n - 1) 为 Rm ×Rn 的零次齐次函数 ,
且满足
∫Sm - 1Ω( x′1 , x′2) dσ( x′1) =∫Sn- 1Ω( x′1 , x′2) dσ( x′2) = 0. (1)
对[0 , ∞) 上的任意光滑函数 < 和ψ,Γ< 和Λψ 表示如下光滑曲面 :Γ< = { ( x , <( | x | ) ) ; x ∈R
m} 和
Λψ = { ( y ,ψ(| y | ) ) ; y ∈Rn} . 沿曲面Γ< 和Λψ的奇异积分算子 T<,ψ定义如下 (最初在 C
∞
0 ( R
m +1 ×Rn +1)
上) :
T<,ψ( f ) ( x , y) = P. V.∫Rm×Rn K( u , v) f ( x - Φ( u) , y - Ψ( v) ) d ud v ,
其中 K( u , v) = Ω( u′, v′) | u | - m | v | - n ,Φ( u) = ( u , <( | u | ) ) ,Ψ( v) = ( v ,ψ( | v | ) ) , x =
( x , xm +1) ∈R
m +1 = Rm ×R以及 y = ( y , ym +1) ∈Rn +1 = Rn ×R. 如果 < = ψ ≡0 , 则记 T = T0 ,0 . 算子 T
的 L p 有界性最初由 R. Fefferman 和 E. M. Stein[1 - 2 ] 在 Ω 满足某些 Lipschitz 条件下建立的. 随后 ,J .
Duoandikoetxea[3 ] 在Ω ∈L q ( Sm - 1 ×S n - 1) ( q > 1) 的条件下证明了 T 是 L p (1 < p < ∞) 有界的 , 其中
L (log+ L) 2 中的指数 2 是最优的 , 即 2 不能被更小的数字代替.
L p 有界的 (1 < p < ∞) . 此外 ,从文[4 - 5 ] 可知 ,如果Ω ∈L (log+ L) 2 ( Sm - 1 ×S n- 1) ,则 T 是关于Ω的
另一个弱性条件是Ω满足 :若α > 1 , 有
sup





)αdσ( u′) dσ( v′) < ∞. (2)
Y. Ying 在文[6 ] 中指出 ,若Ω满足 (2) ,则 T 是L p 有界的 2α/ (2α - 1) < p < 2α . 类似的结论可参考
文献[7 - 22 ]. 为方便起见 ,记
Gα( S
m - 1 ×S n - 1) = {Ω ∈L1 ( Sm - 1 ×S n - 1) :Ω满足 (2) } (α > 0) . (3)
本文的主要目的是研究在较 (2) 弱的条件下 ,并且Ω ∈Gα( Sm - 1 ×S n- 1) (α > 0) 时 ,一般算子 T<,ψ在多
参数情形下的 L p 有界性. 为此先来介绍一些相关的概念与记号. 设函数φi ( i = 1 ,2) 是一个非负的 , 定义在
(0 , ∞) 的连续函数 , 满足 :
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(1)φi 递增 ; (2)φi ( s) / s 递减 ; (3)φi ( st) ≤ C(φi ( s) +φi ( t) ) ; (4)φi (2 s) ≤ Cφi ( s) .
一个重要的例子是函数φi ( t) = (log ( a + t) )
α
,其中α > 0 , a ≥2 ( a 可能与β有关) . 记 φi :
φi ( t) = sup
s > 0
(min (1 , st) φi ( s) ) = 1/φi (1/ t) ,
其中最后一个等式可由φi 的性质 (1) 和 (2) 得到. 考虑下述关于Ω的条件 :
sup
ξ′∈Sm - 1 ,η′∈Sn- 1κSm - 1×Sn- 1 | Ω( u′, v′) | φ1 (|〈v′,ξ′〉|
- 1)φ2 (|〈 u′,η′〉|
- 1) dσ( u′) dσ( v′) < ∞, (4)
从而可以得到以下定理.
定理 1 　假设Ω是一个零次齐次函数且满足条件 (1) 和 (4) . 若 ∑
j ≥1
(φi (2
j) ) -β < ∞( i = 1 ,2) 以及 < ,
ψ ∈ C1 ( [0 , ∞) ) , <′是凸增函数 (或者 < ,ψ是一个多项式) , 如果Ω满足以下条件之一 :
( ⅰ) m = n = 2 ; 　　　　( ⅱ) m ≥3 , n = 2 和 <′(0) = 0 ;
( ⅲ) m = 2 , n ≥3 和ψ′(0) = 0 ; ( ⅳ) m ≥3 , n ≥3 和 <′(0) = ψ′(0) = 0 ,
那么当 2/ (2 - β) < p < 2/β时 , T<,ψ是L
p ( Rm +1 ×Rn +1) 有界的. 并且当 < ,ψ是多项式时 ,有界性与 < ,ψ
的系数无关.
特别地 ,当Ω ∈L1 ( Sm - 1 ×S n - 1) ,φi ( t) = (log ( a + t) )
α时 ,条件 (3) 和条件 (4) 是等价的 , 故文[6 ] 的
主要结论为上述定理的特例.
2 　预备引理
设 < ,ψ,Ω满足定理 1 给定的条件 , j , k ∈Z. 记
B j , k = { ( u , v) ∈R
m - 1 ×Rn- 1 :2 j < | u | ≤2 j +1 ,2 k < | v | ≤2 k +1} .
通过 Fourier 变换定义 Rm +1 ×Rn +1 上的测度σ
∧
j , k 和λ
∧
j , k :
σ
∧
j , k ( ξ, η) = κB
j , k
Ω( u′, v′)
| u | m | v | n
e - i[ξ·u +ξm +1 <(| u| ) +η·v +ηn+1ψ(| v| ) ]d ud v ,
λ
∧
j , k ( ξ, η) = κB
j , k
Ω( u′, v′)
| u | m | v | n
e - i[ξ·u +ξm +1 <(| u| ) +η·v +ηn+1ψ(| v| ) ]d ud v ,
其中 ξ = (ξ,ξm +1) ∈Rm ×R, η = (η,ηn+1) ∈Rn ×R,则
T<,ψ( f ) ( x , y) = ∑
j , k ∈Z
σj , k 3 f ( x , y) . (5)
容易看出 ‖σ
∧
j , k ‖∞ ≤ C , ‖λ
∧
j , k ‖∞ ≤ C ,对 j , k ∈Z一致成立.
同时 ,如下定义极大算子σ3 :σ3 ( f ) ( x , y) = sup
j , k ∈Z
| λj , k 3 f ( x , y) | .
引理 1 　当 1 < p < ∞,σ3 是 L p ( Rm +1 ×Rn+1) 有界的 ,并且当 < ,ψ是多项式时 ,有界性与 < ,ψ的系数
无关.
证 　通过使用极坐标易证 ,其证明过程从略.
引理 2 　对任意函数 gj , k ,当 1 < p0 < ∞, ‖( ∑
j , k ∈Z
| σj , k 3 gj , k | 2) 1/ 2 ‖p0 ≤C ‖( ∑
j , k ∈Z
| gj , k |
2) 1/ 2 ‖p0 ,其
中当 < ,ψ为多项式时 , C 与 < ,ψ的系数无关.
证 　利用引理 1 ,该引理的证明类似于文[11 ] 中的证明 , 从略.








r) ]d r ≤ C | 2 ja | - 1/ 2 ,对任意的 b ≥1 , a , r ∈R和 j ∈Z成立.




,其中 bβ ∈R,那么 |∫[0 ,1 ] ne - iμ( y) d y | ≤ Cd , n ( ∑0 < |β| ≤d | bβ | )
- 1/ d ,进而 ,
Cd ,1 ≤ Cd 对任意的常数 C 都成立.
引理 5 　设 j , k ∈Z , < ,ψ为定理 1 所述 ,那么当 ξ = (ξ,ξm +1) ∈Rm ×R, η = (η,ηn+1) ∈Rn ×R时 ,
存在一个常数 C > 0 有
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( ⅰ) | σ
∧
j , k ( ξ, η) | ≤ C | 2 jξ| ·| 2 kη| ,对所有的ξ∈Rm ,η ∈Rn ;
( ⅱ) | σ
∧
j , k ( ξ, η) | ≤ C | 2 jξ| φ- 12 (| 2 kη| 1/ 2) ,对所有的ξ∈Rm ;
( ⅲ) | σ
∧
j , k ( ξ, η) | ≤ Cφ- 11 (| 2 jξ| 1/ 2) | 2 kη| ,对所有的η ∈Rn ;
( ⅳ) | σ
∧
j , k ( ξ, η) | ≤ Cφ- 11 (| 2 jξ| 1/ m)φ- 12 (| 2 kη| 1/ n) ,对所有的ξ∈Rm ,η ∈Rn .
证 　为了证明 ( ⅰ) ,记
| σ
∧






m +1 (e - i2
j






n+1 (e - i2
k
t|η|η′·v′-
1) t - 1d td u′d v′| ≤ C | 2 jξ| ·| 2 kη| .
接下来主要分 4 种情况证明 ( ⅱ) ～ ( ⅳ) .
情形 1 　< ,ψ ∈ C1 ( [0 , ∞) ) , <′,ψ′是凸增的. 为了证明 ( ⅱ) ,记
σ
∧


















] t - 1d tdσ( u′) dσ( v′) =









] - e - iφ(2
j
s)ξ
















] t - 1d t ]dσ( u′) dσ( v′) .
容易看出第 1 个括号里面的积分被 C | 2 jζ | 控制. 使用引理 3 , 第 2 个中括号里的积分被
C (2 k | η| η′·v′+ψ′(0) | η| - 1ηn+1)
- 1/ 2 所控制 ,令δ = min{ | ψ′(0)ηn+1 | | η|




















] t - 1d t | ≤ C min{ 1 , | η′·v′+δ| - 1 | 2 kη| 1/ 2} .









n+1 ] t - 1d t | ≤ C min{ 1 , |
η′·v′+δ| - 1
| 2 kη| 1/ 2
} = C min{ 1 ,
| η′·v′| - 1
| 2 kη| 1/ 2
} .








n+1 ] t - 1d t | ≤ Cφ- 11 (| 2




j , k ( ξ, η) | ≤ C | 2 jξ| φ- 11 (| 2 kη| 1/ 2) κSm - 1×Sn- 1 | Ω( u′, v′) | φ1 (| η′·v′| - 1) dσ( u′) dσ( v′) ≤
C | 2 jξ| φ- 11 (| 2
kη| 1/ 2) . (6)
当 n = 2 ,与文[21 , P167 - 168 ]中的证明相似 ,可以假设δ> 0并且令δ′= min{δ,1} ,令θ= arcsin (δ′) ,
并且 e + , e - 为分别通过η′旋转θ和 - θ角定义的向量 ,那么存在一个常数 c0 ∈ (0 ,1) ,使得
| η′·v′+δ| ≥ c0 min{ | e +·v′|
2 , | e - ·v′|
2}
















≤C ·min 1 ,
max 1/ ( e +·v′) ,1/ ( e - ·v′)
| 2kη| 1/ 2
≤
C ·φ1 | 2
kη| 1/ 2 - 1φ1
1
| h ·v′| ,






. 所以 ,得到 | σ
∧
j , k ( ξ, η) | ≤ C | 2 jξ| ·φ1 (| 2 kη| 1/ 2) - 1 , (7)
当 n = 2 (不需要额外条件ψ′(0) = 0) ,这就完成了引理 ( ⅱ) 的证明. 同 (6) 式类似 ,可以得到 ( ⅲ) (当
m = 2 不需要额外条件φ′(0) = 0) . 下面证明 ( ⅳ) . 记
σ
∧






















dσ( u′) dσ( v′) =









) + ( <(2
j
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dσ( u′) dσ( v′) .











≤ C ·min{ 1 , | η′·v′+ρ| - 1/ | 2 kη| 1/ 2} ,其中ρ =
min{| <′(0)ξm +1) | / | ξ | ,2} sgn ( <′(0)ξm +1) . 利用 (6) ～ (7) , 与 ( ⅱ) 的证明相似 , 得σ
∧
j , k ( ξ, η) ≤ C ·
φ1 | 2
jξ| 1/ 2 - 1 ,当 m = 2 或 n = 2 不需要额外条件 <′(0) = 0 或ψ′(0) = 0 ,此结论仍然成立. 这就完成了
( ⅳ) 的证明.






















































dσ( u′) dσ( v′) =
κSm - 1×Sn- 1Ω( u′, v′) Ij (ξ,ξm +1 , u′) Ik (η,ηn +1 , v′) dσ( u′) dσ( v′) ,
由引理 4 得
Ij (ξ,ξm +1 , u′) ≤ C · 2
j (| ξ| ξ′·u′+ a1ξm +1)
- 1/ m
; (8)
Ik (η,ηn+1 , v′) ≤ C ·| 2
k (| η| η′·u′+ b1ηn +1) |
- 1/ n . (9)
令δ1 = min | a1ξm +1 | / | ξ| ,2 ,δ2 = min | b1ηn +1 | / | η| ,2 ,使用 (8) ～ (9) 式 ,利用一般的估计
得
Ij (ξ,ξm +1 , u′) ≤1 ; 　Ik (η,ηn +1 , v′) ≤1 , (10)
故得 Ij (ξ,ξm+1 , u′) ≤C ·min 1 , | 2
j (| ξ| ξ′·u′+ a1ξm+1) |
- 1/ m ≤C ·min 1 , | 2jξ| - 1/ m ·| ξ′·u′+δ1 |
- 1/ m
.
当 n ≤3 ,不需要额外条件ψ′(0) = 0 即 a1 = 0 ,得到
Ij (ξ,ξm +1 , u′) ≤ C ·min 1 , | 2




j , k (ξ, η) ≤C ·φ1 | 2 jξ| 1/ m - 1κSm- 1×Sn- 1 | Ω( u′, v′) | ·φ1 (| ξ′·u′| - 1) d u′d v′≤C ·φ1 | 2 jξ| 1/ m - 1 .
当 n = 2 ,可参见文献[23 , P167 - 168 ] ,与情形 1 的讨论相似 ,可以得到需要的结果.
情形 3 　ª ∈ C1 ( [0 , ∞) ) , <′凸增 , 并且ψ是一个多项式 ,利用 (10) 与 (7) ,与情形 1 的讨论相似 ,得到
( ⅱ) ～ ( ⅳ) ,细节不再赘述.
情形 4 　<是一个多项式 ,ψ ∈C1 ( [0 , ∞) ) ,ψ′是凸增的 ,利用 (10) 与 (6) ,与情形 1 的讨论相似 ,可以得
到需要的结果 ,这就完成了引理 5 的证明.
3 　定理的证明
在这一节中 ,将证明定理 1 ,由对偶性 ,可假定 p ∈[2 ,2/β) .
定义两个径向 Schwartz 函数ψ1 ∈S ( R
m) ,ψ2 ∈S ( R
n) ,使得
( ⅰ) 0 ≤ψi ≤1 , i = 1 ,2 ;











t) ) 2 ≡1 ,对任意的 s , t > 0 成立.
对 d , l ∈Z ,定义 Rm +1 ×Rn+1 上的乘子算子 S
∧
d , l 为 : S
∧
d , l ( f ) ( ξ, η) = ψ1 (2 d | ξ| )ψ2 (2 l | η| ) f
∧
d , l ( ξ,
η) ,其中 ξ = (ξ,ξm +1) ∈Rm +1 = Rm ×R以及 η = (η,ηm +1) ∈Rn+1 = Rn ×R,那么通过 Fourier 变换 , 容
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S2d , l ( f ) ( x , y) .
利用 (5) 式 ,得到
T<,ψ( f ) ( x , y) = ∑
j , k ∈Z
∑
d , l ∈Z
S j - d , k - l (σj , k 3 S j - d , k - l ( f ) ) ( x , y) = ∑
d , l ∈Z
Td , l ( f ) ( x , y) . (11)
利用 Plancherel 定理 , 可以得到








) = κRm +1×Rn+1 | ∑j , k ∈ZS j - d , k - l (σj , k 3 S j - d , k - l ( f ) ) ( x , y) |
2dxdy ≤
CκR×R ∑j , k ∈ZκB j - d , k- l | σ
∧
j , k ( ξ, η) | 2 f
∧
( ξ, η) dξdηdξm +1dηn +1 ,
其中 B j - d , k - l = { (ξ,η) ∈R
m ×Rn ∶2 d - j - 1 ≤| ξ| ≤2 d - j +1 ,2 l - k - 1 ≤| η| ≤2 l - k +1} .
因此 , 由引理 5 中的 ( ⅳ) 得到当 d ≥m , l ≥ n ,








) ≤κR×R ∑j , k ∈ZκB j- d , k- lφ
- 2
1 (| 2
jξ| 1/ m) ·φ- 22 (| 2
kη| 1/ n) f
∧
( ξ, η) | 2 ×




l) ‖f ‖2L2 ( Rm+1×Rn+1) .
这就证明了
‖Td , l ( f ) ‖L2 ( Rm +1×Rn+1) ≤ Cφ1 (2
d) - 1φ2 (2
l) - 1 ‖f ‖L2 ( Rm+1×Rn+1) . (12)
另一方面 ,利用Littlewood - Paley 理论和引理 2 ,得到对任意的 P0 ∈ (1 , ∞) 时 ,
‖Td , l ( f ) ‖L P0 ( Rm +1×Rn+1) ≤ C ‖( ∑
j , k ∈Z
| σj , k 3 S j - d , k - l ( f ) | 2) 1/ 2 ‖Lp0 ( Rm+1×Rn+1) ≤
C ‖( ∑
j , k ∈Z
| S j - d , k - l ( f ) |
2) 1/ 2 ‖Lp0 ( Rm+1×Rn+1) ≤
C ‖f ‖Lp0 ( Rm +1×Rn+1) , (13)
其中 2 ≤ p < 2/β. 利用 (12) 和 (13) 之间的插值 ,得到存在一个常数θ, 使得




l/ n) ‖f ‖Lp ( Rm+1×Rn+1) , d ≥A , l ≥B . (14)
同样 , 利用引理 5 中的 ( ⅰ) ,得到
‖Td , l ( f ) ‖Lp ( Rm +1×Rn+1) ≤ C2
( d+ l)θ‖f ‖Lp ( Rm +1×Rn+1) , d < A , l < B , (15)
最后 , 利用引理 5 中的 ( ⅱ) 和 ( ⅲ) , 容易得出
‖Td , l ( f ) ‖Lp ( Rm +1×Rn+1) ≤ C2
dθφ2 (2
l/ 2) -θ‖f ‖Lp ( Rm+1×Rn+1) , d ≤A , l ≥B , (16)
‖Td , l ( f ) ‖Lp ( Rm +1×Rn+1) ≤ C2
lθφ-θ1 (2
d/ 2) ‖f ‖Lp ( Rm+1×Rn+1) , d ≥A , l ≤B , (17)
其中 max{ 2 , m} = A 以及 max{ 2 , n} = B .
因此 , 由 (11) 式和 (14) ～ (17) 式 , 得出
‖T<,ψ( f ) ‖Lp ( Rm+1×Rn+1) ≤ ∑
d , l ∈Z
‖Td , l ( f ) ‖Lp ( Rm+1×Rn+1) ≤ C{ ∑





d < A , l < B
2 dθ2 lθ + ∑
d < A , l ≥B
2 dθφ-θ2 (2
l/ 2) + ∑
d ≥A , l < B
2 lθφ-θ1 (2
d/ 2) } ×‖f ‖Lp ( Rm +1×Rn+1) .
证毕.
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Boundedness for Integrals Operator Along
Subvarieties Curves with Rough Kernels on Multiples
XIE Xian - hua , 　WU Huo - xiong2 , 　XU Shao - yuan1
(1. School of Mathematic Computer Science ,Gannan Normal University ,Ganzhou Jiangxi 341000 ,China ;
2. Department of Mathematics , Xiamen University ,Xiamen 361005 ,China)
Abstract :This paper is devoted to the study of a class of singular integral operators defined by surfaces of revolution and
polynomial mappings on product domains. Some rather weak size conditions ,which imply the L p boundedness of these sin2
gular integral operator for some fixed p (2/ (2 - β) < p < 2/β) .
Key words :singular integral ;product domain ;Littlewood - Paley theory ;Fourier transform estimate
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